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1.OurobjectinthisnoteistogiveaRealVariableproofofathe-
oremofHardy-Littlewood(whichweshallstatebolow)concerningthe
Lipschitzclasses.
Wesupposethroughoutthatafunction/(6)isperiodicwiththeperi-
od27randintegrableintheLebesguesense,thatO<α≦1andthatp≧1.
Wesaythatafunction/(6)belongstotheLipschitzclassLip(",P),if
元 1
(I'/('+")-/(')''"')r=o(h")（1）
一派
when〃→0,andthatafunction/(6)belongstotheLipschitzclass
Lip",if
(2)sUpげ(6+")-/(6)|=O("")
β
when"->0.
Obviously,afunctionofLipcZbelongstoLip(",")foreverypos-
itive力≧1.Conversely,G、H・HardyandJ.E.Littlewood(2)proved
following
Theorem.〃α〃"C"0"/(8)6eﾉ0"gs/oLip(","),z"""e力≧1,
0<α≦1,">1,#"e"/(6)ise9"j"α'刎加α伽C伽"OrLip(α一芸)
ThemethodthatHardy-Littlewoodusedintheirproofofthistheorem
wasfoundedonComplexVariableandrathercomplicated・Inthisnotewe
shallgiveanotherproofofthistheorembythemethodofRealVariable,
butourarg&mentrunsparallelwiththatofG.H.HardyandJ.E.Little-
wood(2].
2.Wedenoteby/(",8)thePoissonintegralof/(6),i.e.
(3）
where
（4）
元
/(',')=÷I/('+')P,(')d'
一元
P,(')=:･
1－γ2
(0≦γ＜1)．1－2γCOS’十γ2
*D""''ｵ"@e"qfM""e"α〃Cs
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Thenitiswellknownthat，if八β）isintegrable，then／(1．,9)con-
vergesto/(8)foralmostall6asγ→landthat
汀
LP'('+')P:('〕‘にP『(‘)(･≦'<p<1).
l
（5）
元
Now,weshallstatethreelemmaswhichwillberequiredintheproof.
Lemmal.Fol'Poisso"""gγαﾉ/(",6)
汀
jy(,,'+w')PL(")!'''(0≦'<p<1).
1
（6）／(γ’0）＝一
江
一元 p
Proof.ThisisimmediatelyfollowedfromthedefinitionofPoisson
integralandtheformula(5).
Lemma2. "/(6)6eﾉ0"gs/oLip(",'),p≧1,0<α≦1,ｵﾙe〃
(7） sz"8 |易/(','〕’
1
=o(('-")‐畔"~了）
”〃e〃γ－>1－0．
Proof．Fromlemmal,wehave
汀
舟/(,,‘)=-－
1
"(p,冗
一症
'+'')&P｣4(w')@''
P
元 元
一一÷J(÷た('+w,+')P,(')d')*P｣g(w')d''
一だ一汀 p
元 元
＝-÷J(-:-"('+,+'):P=(')d')P｡(')d'
一だ一元 p
冗 冗
一÷J(÷〃('+'+')-/('+'))*P=(')"')P,(')d'
一元一汀
元 元
一一÷J(÷〃('+,+')-/('+'))P,(')")*PL(')d'
一元一元 p
HerewehaveusedFubini'sTheorem.
Thus,byH61der'sinequalitywehave
汀汀
｜舟〃,'〕|≦(÷)，J{(ル〔'+,+＃)-/〔'+,)|'‘,)告
・一元一・元
（い(,)|''")÷|念&(')|}d'
元
一元 P
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Now,wehave
ル|"|-;L(w')|d'≦KJ報等践裂d’
汀
J-(｡_#==K （β－γ)2十’2
0
”
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(14）
Thus,takingl'=-/(1+"),from(13),(14)and(9)wegetlemmaa
3.Now,wegotoproofofthetheorem・Itissufficienttoprovethe
theoremforO<"<1,'≦1,becausethecaseforcM=1,'>1canbeeasily
shownbythefactthatafunctionofLiP(1,P)(P>1)isequivalenttoan
integralofa'-thintegrablefunction((1)**).
LetO<"<1,'≧1and÷>">0.Weput
（'5)／(','+")一八',‘)=(/(','+")一八'一",'+")）
＋(/('一",'+")-/〔'一",')）
＋(八'一",‘)一八',')）
=Ii(")+L(")+I3(").
Then,bylemma2weobtain
〃＋〃
過(')|-|J苛八'-",0)"'|
6
0＋ル
≦J|:/('-",9)|"'
6
1
≦K('-('一"))~#f"-丁ハ
’
1
<Kルー'十“－-万十’
＝
］
“一・一-－－
==K〃力(16〕
米米ThisfactwasprovedbythemethodofRealVariable.
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Bylemma3weobtain
γ
|Ii(") 陽'(',‘+")〃｜
γ－〃
γ
≦J糸八,,'+ん)‘，
γ一〃
9
γ 1
≦KJ('-')-…~了〃
γ一・〃??
K 1γ
"-~r」一（1－＃）
γ一ル
「 (1－γ＜〃）
?｜?
ー
?
＜
一一
－
1
－’十“一丁〃K(1－γ） (1－γ≧〃）
（'7）三K〃"－7
Inthesamewayof(17)
｜島(')|≦剛"~7（18）
Thus,from(15),(16),(17)and(18)weget
l(,,'+"〕一八,,‘)|≦K""--.
Tendingγtol，weobtain
l/('+")一八')|≦K""-f
foralmostall(8+",6),fromwhichthetheoremfollows.
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